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 Рассматриваются колебания балки с присоединенным к ним гасителем колебаний; при 
помощи метода многих масштабов строится приближенное решение системы уравнений, опи-
сывающих колебания балки и демпфера; исследовано влияние амплитуды колебаний балки в зави-
симости от коэффициента демпфирования. 
 
Рассмотрим колебания балки с присоединенным динамическим гасителем 
колебаний. Пусть bm  –  масса балки, mν – масса гасителя колебаний, cν – жест-
кость пружины гасителя колебаний, l – длина балки, b, h – размеры поперечного 
сечения балки, S – площадь поперечного сечения балки, ρ – плотность балки, J – 
момент инерции поперечного сечения балки относительно оси х (
3
12
bhJ = ), ξ – ко-
эффициент демпфирования гасителя. 
 
 
Рис. 1. Система балка-поглотитель 
  
Запишем уравнения колебаний балки и гасителя в виде [2] : 
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Здесь 0 ( )H x  – функция Хевисайда. 
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ν = ,  где 3b
EJc
l
= - жесткость балки, 
1/ 2ˆ2d sc cµ= , ˆs sk c= . С учетом введенных обозначений уравнения (2) можно запи-
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Будем считать, что масса гасителя является малой по сравнению с массой 
балки, т.е. μ – малый параметр.  
Далее считаем, что 1w  , ˆ 1sс  ,
1/ 2z uµ−= , 1u  , ( ) ( )1/ 2 1/ 2ˆ ˆct t tξ µ ξ µ ν= = . Следо-
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В системе (4) [ ] [ ]0 0 0 0( ) ( ) ( )Q s H l s s H l s s= − − . 
Для решения системы (4) воспользуемся методом многих масштабов [1]. 
Решение системы будем искать в следующем виде: 
( ) ( ) ( )1/ 20 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2, , , , , , , , , ...w w w wτ τ τ µ µ τ τ τ µ µ τ τ τ µ= + + + ;        (5) 
         ( ) ( ) ( )1/ 20 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2, , , , , , , , , ...u u u uτ τ τ µ µ τ τ τ µ µ τ τ τ µ= + + + ; 
где 0 t̂τ = , 
1/ 2
1 t̂τ µ= , 2 t̂τ µ= , 2ˆ( ) ( )t fν τ= . 










 при s=0, 1.              (6) 
Будем контролировать n-ую моду колебаний 
ˆsin( ) ( ),w ns W tπ=  0( ) sin( ),Q s q nsπ=  0 2sin( / )q na lπ= .           (7) 
Пусть 2 1/ 2 1ˆs nc ω µ δ= + , следовательно, 
1/ 2 1/ 2 11ˆ ,
2s n n n n
c δω µ ε ε
ω
= + =  .               (8) 
Подставим (5) в (4) с учетом (6) –(8) и, приравнивая коэффициенты при одинако-
вых степенях 1/ 2µ ,  получим последовательность уравнений для определения 
функций kw  и ku  (k=0,1,2…). 






















,             (9) 
решение которой запишем в виде (10) 
[ ]0 1 2 0 1 2 0sin ( , ) cos ( , )sinw ns A Bπ τ τ ωτ τ τ ωτ= + , 
0 1 2 0 1 2 0( , ) cos ( , )sinu C Dτ τ ωτ τ τ ωτ= + .              (10) 
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Здесь 2 2nω π= . В первом приближение получим следующую систему уравнений: 
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Из данной системы получим дифференциальное уравнение для определе-
ния функции А: 
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Составим характеристическое уравнение для уравнения (13): 
2 2 2 3 4 422







ω ω ωδλ ωλ λ λ
ω
 
+ + + + + + = 
 
 
Так как выполняются условия Гурвица положительности корней данного характе-
ристического уравнения,  их можно записать в виде  
2 2 2 2
1,2 1 1 3,4 2 2, .k in k inλ λ= − ± = − ±  
Следовательно,  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 1 1 2 1 2 12 2 2 21 2 1 2 1 1 2 2 1 1 3 2 2 1 4 2 2 1( , ) cos sin cos sin .k k k kA C e n C e n C e n C e nτ τ τ ττ τ τ τ τ τ τ τ τ τ− − − −= + + +  
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Исследуем зависимость амплитуды колебаний балки от коэффициента 
демпфирования f.  Начальные условия описываются выражениями 
0 0 00, 0, 0w w u= ≠ ≠ , 0 0u = . Следовательно, перемещение балки и демпфе-
ра можно записать следующим образом: 
0 1 2 0( , ) sinw B τ τ ωτ= ,         (14) 
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.        (15) 
Чтобы изучить влияние коэффициента f на амплитуду колебаний балки, рассмот-
рим отношение амплитуды балки  в начале и конце n- ого полупериода колеба-


































= =  
 









=  ∂  









в ряд Тейлора, получим  
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   (17) 
Вообще, желательно сделать R как можно меньше, так как это подразумевает за-
тухание колебаний балки. 
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